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Nesta Edicdo

O presente estudo tem como objetivo a avaliagdo das
justificativas da escolha da média geométrica — em detrimento da
aritmética - no calculo do indice de Desenvolvimento Humano (IDH),
que considera os indicadores de saude, educagdo e renda. Vale
notar que a média aritmética ainda é aplicada ao Coeficiente de
Desigualdade Humana (CDH).
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1. Introducio

O objetivo aqui ¢ avaliar as justificativas da escolha da média geométrica — em detrimento da
aritmética - no calculo do Indice de Desenvolvimento Humano (IDH), que considera os indicadores
de saude, educacdo e renda. Vale notar que a média aritmética ainda ¢ aplicada ao Coeficiente de
Desigualdade Humana (CDH).

Para essa analise, serdo utilizadas notagdes matematicas, formulas e elementos de calculo
diferencial de varias variaveis. No entanto, o texto foi estruturado para ser autossuficiente,
apresentando todas as definigdes e argumentagdes classicas; para facilitar a leitura, as demonstragdes
detalhadas foram apresentadas no apéndice.

Embora os resultados aqui expostos sejam validos para qualquer conjunto finito de numeros
positivos, serdo focados em conjuntos de trés valores entre zero e um. Ainda que a notagdo vetorial
fosse rigorosamente mais adequada por preservar a ordem dos indicadores (satde, educacao e renda),

optou-se pela notacdo de conjunto, uma vez que a ordem nao altera as argumentagdes e conclusdes.
2. Notacgoes e definicoes
Considere o conjunto
x = {xq,x,,x3} < [0,1].
A média aritmética, ou simplesmente média, dos dados em x ¢ definida por

X1+ x; + X3

X = 3

A média geométrica dos dados em x ¢ definida por
- _ 3
Xg = \[X1X2X3

Considere, também, a variancia, que ¢ um tipo de dispersdo, dos dados em x, definida por

1 _ _ —
0% = 3 (e — )%+ (x2 %)% + (x5 — 0)?)
e uma segunda medida de dispersao, definida por
Gy = (X1 — x3)% + (%1 — x3)% + (xp — x3)°

Esta ultima diz o quao proximo os dados estdo entre si e a variancia diz o quao proximo os
dados estao de sua média. Verifica-se uma certa equivaléncia entre essas duas dispersdes, no sentido
de que, se uma se aproxima de zero, 0 mesmo acontece com a outra, devido a seguinte relacao entre

elas, demonstrada no apéndice.

02 ==752 (1)
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Pode-se dizer que os numeros X4, X, € X3 diferem em magnitude por um valor menor que € > 0
se 62 < €. Observe que, pela identidade em (1), que isto é equivalente a dizer que a variincia entre
os dados x4, x, e x3 € menor que €/9.

3. Justificativa que nio se sustenta

No relatorio técnico Human Develoment Report 2025 technical notes ' ha dois comentarios que
pretendem justificar a escolha da média geométrica para o calculo do IDH em detrimento da média
aritmética. "When all inequalities in dimensions are of a similar magnitude, the coefficient of human
inequality and the loss in HDI value differ negligibly. When inequalities differ in magnitude, the loss
in HDI value tends to be higher than the coefficient of human inequality”. "Quando todas as
desigualdades nas dimensdes sdo de magnitude semelhantes, o coeficiente de desigualdade humana
e a perda no valor do IDH diferem insignificantemente. Quando as desigualdades diferem em
magnitude, a perda no valor do IDH tende a ser maior do que o coeficiente de desigualdade humana".

A partir dessas duas afirmagdes, mas procurando argumentar de forma mais rigorosa. A
primeira afirmagdo € sobre a diferenga entre a média e a média geométrica, X — Xg, que € pequena,

"diferem insignificantemente", se x4, X, e x3 diferem em magnitude por um valor pequeno, "sdo de
magnitude semelhantes". Reescrevendo com mais rigor, trocando a expressao "dimensdes sdo de
magnitudes semelhantes" por dispersao entre as dimensoes proximas de zero e "desigualdade humana
e a perda no valor do IDH diferem insignificantemente" pela diferencga entre desigualdade humana e
valor do IDH proximos de zero, tem-se a seguinte afirmacao.

Afirmagio 1: A diferenga X — X, se aproxima de zero quando a dispersdo se aproxima de zero, ou
ainda, na nota¢ao de limite
llmGch_)O(x — xg) =0
Tal afirmagao ¢ verdadeira e sua demonstragao sera apresentada no apéndice desta nota.

Ja na segunda afirmacao ¢ dito que a "perda no valor do IDH tende a ser maior do que a perda
do coeficiente de desigualdade humana, quando as desigualdades diferem em magnitude", isto &,
quando a variéncia cresce (G < Gy), entdo existe perda do IDH (X, > Y, ), e tal perda é maior que

a perda da média, ( Xz — yg > X —y > 0). A ideia ¢ que uma maior dispersdo penalize mais o IDH
que o CDH.

Afirmaciio 2: Sejam x = {X{,X,,X3} € ¥ = {y1,¥2,y3} subconjuntos do intervalo [0,1]. Se 62 < 0}2,,
entao

Xg—Y,>x—y>0 (2)

! Relatério técnico que detalha a metodologia, as fontes de dados e os calculos utilizados para compor o Indice de
Desenvolvimento Humano (IDH) e outros indices compostos do relatorio anual. Publicado pelo Human Development
Report Office (HDRO), que faz parte do Programa das Na¢des Unidas para o Desenvolvimento (PNUD)

Disponivel em: https://hdr.undp.org/sites/default/files/2025 HDR/HDR25 Technical Notes.pdf
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O problema ¢ que tal afirmacdo ndo ¢ verdadeira. De fato, pode ocorrer da média decrescer
(X > ¥) e a variancia crescer (62 < Gf,), mas a média geométrica crescer (ig < ?g). Portanto temos,
Xg =Y g < 0 e a primeira desigualdade em (2) ndo se verifica. A afirmagdo abaixo diz que existem

uma infinidade de exemplos desse tipo.
Afirmagio 3: Para todo x = {xy, X, X3}, com X; # X; para todo i # j, existe y = {y;, Y, y3} com
2 2 TNV e T <7
0x<0y,x>yexg<yg. 3)
A demonstragdo desta afirmagdo sera apresentada no apéndice.

Como as fungdes X, Xg € 02 sdo continuas, pode-se concluir que a probabilidade de ocorrer as

desigualdades em (3) € positiva. Sera calculada tal probabilidade na secao 3.

Uma identidade importante, para compreender melhor a média geométrica, ¢ apresentada
abaixo e demonstrada do apéndice.

Lema 1: Seja x = {x4, x,, x3} um conjunto de trés nimeros positivos. Entdo,

%y =% = 2120f + (1, — D, — D) (3 — ) @

Em particular, se y = {y;,¥5,¥3} € um outro conjunto de dados tal que X = y ¢ 02 = O'}Z,, entao
-3 -3 _ _ _ _ _ _
Xg = Vg = (g =0 =) (x3 — %) — (1 —X)(y, — ) (y3 — X)

A identidade em (4) pode ser obtida por expansao em série de Taylor da funcao iz em torno do

ponto (X, X, X), ou ser verificada, simplesmente expandindo o lado direito da igualdade.

4. Uma outra média a ser considerada

Um dos problemas da média aritmética é que esta ndo "enxerga" a variancia dos dados. Pode-
se ter dois conjuntos x = {0.50,0.40,0.60} e y = {0.20,0.50,0.80} com mesma média aritmética
(X =y = 0.50) e variancias distintas (G,ZC < Gf,). Se considerar x e y como dois paises e seus
elementos como os indicadores de satde, educacdo e renda, nessa ordem, percebe-se grandes
diferengas entre eles, y possui um indicador de renda bem maior, possivelmente concentrada, pois o
indicador de satde de sua populagdo ¢ bem menor que de x. Entdo, se quiser construir um indice que
leve em consideragao também a variancia dos indicadores das trés dimensodes, este indice nao pode
ser obtido pela média dos indicadores, como no caso do Coeficiente de Desigualdade Humana (CDH).

O problema da escolha da média geométrica para o calculo do IDH ¢é que esta ndo pode ser
explicada somente pela média e a variancia, logo ndo se pode utilizar estas medidas para justificar a
escolha da média geométrica para o calculo do IDH em detrimento da média aritmética. Os dois
conjuntos de dados x = {0.52,0.52,0.55} e y = {0.51, 0.54,0.54} possuem a mesma média (X = y)
e a mesma variancia (o2 = 032,), porém médias geométricas distintas (x5 > 79). Ou seja, existe algo

além da média e da variancia que determinam o IDH.

Tal fato pode ser também observado, de forma mais analitica, em (4). Além disso a variagdo da

média geométrica ndo se explica somente pelo crescimento da média e o decrescimento da variancia
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dos dados. De fato, pode ocorrer da média crescer (X < y) e a variancia decrescer (62 > 0§,), mas a
media geométrica decrescer (xg; > ¥,). Ou seja, pode ocorrer que, de um ano para o outro, o Brasil
melhorar seu CDH, diminuir a variancia entre os indicadores de saude, educagao e renda, mas, mesmo
com esse melhor desempenho, piorar seu IDH. E possivel ver que a probabilidade de tal fato ocorrer
¢ pequena, mas existe, € positiva.

Por esse motivo proponhe-se, para o calculo do IDH, a média de produtos bindrios, que nao
possui tal deficiéncia, pois possui uma relacao simples com a média e a dispersdo, seu quadrado ¢
uma combinagao linear entre o quadrado da média e a variancia. Tal média ¢ a raiz quadrada da média

aritmética dos produtos de todos os pares possiveis entre os termos, ou seja,

)
L [Xaxg t xix5 + xpx3
*= 3
e satisfaz a identidade abaixo, que pode também ser usada para defini-la.
Lema 2: Para todo x = {xy,x,,x3} < [0,1] vale
22 = 7> — o2 (6)

2

A partir desse lema pode-se garantir que se X =y € 62 = Gf,, entdo X = . A proposicao

abaixo, corresponde a afirmagdo 1 para a média geométrica.
Proposicao 1:

Uma demonstracdo desta proposi¢do ¢ apresentada no apéndice. Diferente da média
geométrica, tal média satisfaz a seguinte proposicao.

Proposicdo 2: Sejam x = {xq,x,,x3} ¢y = {y1, V2, ¥3}, com x;, ¥; € (0,1) paratodo i = 1,2,3. Se
X >y eor <05, entdo X = .

Prova: Pelas hipoteses e por (6),

5. Probabilidade de um evento inesperado

E visto na Afirmagdo 3 que existem uma infinidade de pares de conjuntos de dados, x =
{x1,%2,x3} ¢ y = {y1,¥2, 3} tais que

X<y, 0320," e X5 >7,. (7)

Ou, ainda

&)
v
<

ﬁs@e@<@.
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O objetivo agora ¢ calcular a probabilidade desses eventos inesperados ocorrerem. Como esses
dados estdo todos entre 0 € 1, 0 espago amostral é o cubo [0,1]° em R® e a probabilidade que nos

interessa ¢ o volume do conjunto

{(x,y) ER®; ¥ <y, G2 =05 e Xg >y} U {(x,y) ER®; x>y, G2 <05 e Xg <Y}

pois o cubo [0,1]® tem volume 1. Verifica-se que tal conjunto é a unifio de dois conjuntos disjuntos
de mesmo volume, pois se (x, y) pertence ao primeiro conjunto, entdo (y, x) pertence ao segundo, de
forma que, tal probabilidade serd duas vezes o volume do primeiro conjunto.

Um célculo para isso € bem complicado e ndo se sabe que seja possivel uma solucdo analitica.
Por esse motivo contorna-se esse problema considerando um espago amostral finito. Como, na
divulgacdo do IDH, os indicadores, das dimensdes de saude, educagao e renda, sdo apresentados com
duas casas decimais, serd considerado o espago amostral como o conjunto de todos vetores
(x4, %2, X3, V1, Y2, V3) cujas entradas sdo nimeros entre 0 e 1, com somente duas casas decimais. Em

notagdo de conjunto, o espago amostral é

{(j,/100, j,/100, j5/100, j,/100, js/100,js/100,); j; € N e 1 < j; < 100, Vi}

Tal conjunto possui 100° elementos. Naturalmente sera utilizado um computador para testar,
para todos os elementos do espaco amostral, se ocorrem as desigualdades em (7), contar o nimero de
todos esses eventos, denotado por n, e a probabilidade procurada sera 2n/1006. O programa é bem
simples.

Primeiro, as desigualdades em (7) ocorrerdo se, € somente se,

Jitj2tjs<jat+Jjs+Je
Gr—J2)* + (1 —73)% + U2 —Jj3)? = Uz —ju)* + (3 — js)* + (g — Js)?
J1J2J3 > JaJs]e

Na segunda desigualdade utiliza-se a identidade em (1).

No programa, para cada elemento do espago amostral, deve-se fazer as trés perguntas acima,
ou seja, serdo necessarias 3 X 1006 calculos. O programa mais simples utiliza seis lagos do tipo for,
cada um variando de 1 a 100, e no ultimo lago deve-se verificar se as trés desigualdades ocorrem.
Recomenda-se utilizar a linguagem C++, que leva alguns minutos para calcular tal probabilidade,

outras linguagens podem levar algumas horas para fazer esse célculo.

E apresentado aqui um codigo fonte simples em C++, ndo o mais eficiente, para calcular essa
probabilidade.

int main() {
// Inicializa contador
long long cont = 0;
const int k = 100;
const long long total_iteracoes =
(long long)k*kxk*kxk*k;
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for (int il=1; il <= k; ++il) {
for (int i2=1; i2 <= k; ++i2) {
for (int i3=1; i3 <= k; ++i3) {
int Max = il+i2+i3;
int vVax = (i1-i2)*(i1-i2)
+ (i1-i3)*(i1-i3)
+ (i2-i3)*(i2-i3);
long long Mgx = (long long)il * i2 * i3;
for (int id=1; id <= k; ++id) {
for (int i5=1; i5 <= k; ++i5) {
for (int i6=1; i6 <= k; ++i6) {
int May = id+i5+i6;
int Vay = (i4-i5)*(id-i5)
+ (id-i6)*(iu-i6)
+ (i5-i6)*(i5-i6);
long long Mgy = (long long)id * i5 * i6;
if ((Max <= May) && (Vax >= Vay)
&& (Mgx > Mgy)) {
cont++;

// Resultado final
double resultado = 2 * 100.0 * cont / total_iteracoes;

// Configura a precisao de saida e imprime resultado
std::cout << std::fixed << std::setprecision(10) <<
resultado << std::endl;

return 0;
O resultado dessa conta, o calculo da probabilidade, ¢ de aproximadamente 0,310939%.

6. Conclusao

Parece um esforco irrelevante? Ocorre que, quando se justifica o uso da média geométrica no
calculo do IDH — em vez da aritmética — como uma forma de penalizar desigualdades entre as
dimensdes (como explica a IA Gemini), deve-se ver tal afirmagdo ndo como verdade absoluta, mas
uma verdade com margem de erro de 0,31%.
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7 Apéndice

7.1 Relacao entre dispersoes

Lema 3 Seja o = { Ty,T9, .'E?;;} um conjunto de trés mimeros reais. Entao

o2 =

=2
T O

Lo =

Prova: De fato, por definicio

0z =3 [(@1 —%)* + (22 - 7)* + (23 — 7)7]

8| =

onde ¥ = (z; + x + 23) /3. Logo,

o2 = 1 2r) —xry — 13 2+ (2;12‘2 — —11‘3)2_'_ (2’-’1‘3—:{?1 —x2 ’
T3 3 3 3

6
a7

2 2 2
{:rl + x5 + a3 — w2 — T3 — :1‘2.-r3]

=2
T

=1l

((.1:1 - .'r:gg)2 + (z1 — .’lf.'z)2 + (x2 — TS.}E) =

Ol -

7.2 Comparagoes entre as trés médias aqui consideradas

Lema 4 Seja x = {xy, 22, x3} um conjunto de trés mimeros reais. Entao,
Ty << T (8)
com igualdade somente quando a dispersao se anula, ar_% = 0.

Prova: A segunda desigualdade sai da identidade do Lema 1.
g g
crz '(:r2 = .5:2 {:r:z = <7

com ignaldade somente quando a2 = 0.
A primeira desigualdade é obtida pela desigualdade entre a média geométrica e a média arit-
mdtica

Vabe < L;-I-C‘ para a,b,c > 0.

Basta considerar a = a2y, b = 22 ¢ ¢ = yz ¢ obter

. ) ry+xrz+yz _ .
V) = (vag) < LI o 5 < O
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7.3 Prova da Afirmacao 1

Afirmagao 1: A diferenca 7 — 7, se aproxima de zero quando a dispersio se aproxima de zero, ou

na not.a(;ﬁi.o de limite
lim (7 — %) =0.
2 0( Q)

Prova: Pelo mesmo raciocinio no inicio da prova da Proposicao 1, dado e > 0, existe r € (0,1) tal

que T — Ty < € para todo (21, x9, 23) a uma distancia da origem menor que r,
x% —l—:c% +aj <1’
Passemos a estudar o que acontece na regiao dos pontos (x, xo, 23) para os quais
x] + a5 +a3 > re

Neste caso, como ja vimos em (14),

ma.x{:rl‘_rl.‘z‘:m}z?r, Yi=1,223.
Usando a identidade
a® +b% + ¢ — 3abe = %(a +b+o)la=b)?+(a—c)*+(b—c)?
com a = {1, b= {T3 e c= T3, temos

x) + xy + a3 — 3w wows =
S+ o+ ) — V) + (V- V) + (98 — )

e dividindo a identidade acima por trés, temos

T—Tg =

S (VAT + ¥ + ) (V71 - V) + (Va1 - V)? + (/32 - a)’]

(10)

Agora consideramos a identidade a® — b* = (a — b)(a® + ab + b?), para a = Yz, ¢ b= Yy dados

acima, ¢ achamos a seguinte identidade

2 — 5 = (I — \/ﬁ)(x/;ﬂ‘ﬁﬁ* ‘/?)

(11)

Sem perda de generalidade podemos supor que max{x;,x2, 3} = x3. E 36 agora vamos usar o fato

de que 0 < ; < 1, para todo i = 1, 2, 3. Desta forma, por (9), (10) e (11)

73, < 3 [2F - ¥m) + 2Aym - VE)’]
(.‘r,'l - 11‘!3)2 (3'2 - 3"3]2

= 5 T p)
(VaT+ vmigm+ /3) (VB + vmim+ /a3

10
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2 2
- - 1 .
< wsg (2 :»“3% = 1 [(@1 — 23)® + (22 — 23)7]
( Y :1:3) ( Y .1:3) (Va 3"3)
1
< ——— [(@1 = 23)* + (21 — 22)* + (22 — 3)”]
7
34/6 379 _
= (@1 —23) + (21 — 22)* + (22 —23)?] = e a3
Logo, por (1), temos
I UL
xr — .T.g < m T, (12}
sempre que x3 + 3 + 23 > r2. Agora consideramos
- ri/3 e
TE
Desta forma, se 02 < 8, entio
o 94,"3 5 94}'3 o
r—xggmox<m5=e = T—Tg<e

sempre que 7 + 3 + 23 > r? e 02 < § e ja vimos que T — T, < € também ocorre quando

x? + 23 + 2 < r?. Ou seja,

lim (# —%,)=0.
d;’-:—bU( g)

7.4 Prova da Proposicao 1

Proposicao
lim (z —2) =0.
a0

Prova: Pela definicao de limite, dado qualquer niimero € > 0, devemos exibir é > 0 tal que
T—T <€

sempre que o2 < 4.
Como as fungoes T e & sao contrinas e se anulam na origem, (x1, 2. 23) = (0.0,0), temos que T
e & se aproximam de zero quando (x1. x2, 3) se aproxima da origem. De forma que existe 0 < r < 1
tal que
€

_ € .
Ty, @0, 23) < E e 2(xy,x2,23) < E

sempre que a distancia de (z1, x2,23) & origem seja menor que r, ou seja,
@} + 2} +xf < r2

Neste caso,
=¢ = T—I<e¢ (13)

11
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Passemos a estudar os pontos (x, g, x3) tais que 2§ + 23 + 23 > r%. Para tais nimeros temos que
o maior deles, max{x, xo, 23}, satisfaz

1
max{z, 2, 23}% > ~r? (14)

-

Logo,

r

3v3

%

_ 1 1
T = ,—i(:rl +axy +a3) > gnmx{;rl_;rg,xs} >

I
&)
IV

e como = = 0 temos que

2
72— i = (7 - &)(F + 7 +42) > %(E—:}]
27

e, pela identidade do Lema 1,

27

r2

2702
(5'-’-&2):?? = FT-i<

2702
2r2

T—z<

Agora podemos fazer a escolha do § > 0. Considere § = 2r%/27. Logo, se (1,23, x3) satisfaz
xf + 23 + a3 > r’ e 02 <4, entio pela designaldade acima

2702 276
L —_— =

T—a<
- 22 2r2

€ = T—I <€

sempre que 02 < 4 ¢ xf +x3 + @3 > r?. Mas r > 0 ja foi escolhido de forma que T — & < € sempre
que a7 + a3 + 2% < r2.
Ou seja, em qualquer dos casos, dado € > 0, existe d = 2r2¢, para algum r € (0,1), tal que

T—T<e€
sempre que o2 < 4.
7.5 Prova do Lema 1
Iremos expandir, em série de Taylor, a funcao

f(-‘fl, 1‘2,1‘3) = Iy
em torno do ponto (z,z, 7). Temos que, nesse ponto

of _of  of

_ = = = = =2
dx1  Oxz  Ox3 -
r2f_f _&f_ . Pf  FF _ PF
0x?  0x2 Oz Ox10xo  OxyOxy  Oxodrz
2
1 XI _o, i+

—_— =1 —
02,00y025  © Dw.0a7

12
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T Ty = 5_.34_52(:31 —.’E) + :2'2(.'1.'2 —.T-'} +5‘2(T3 —.’f]

+&(xy — Z)(22 — T) + T(x) — Z)(23 — T) + (w2 — T)(23 — ) + %(31 — Z)(w2 — T) (23 — )

Agora iremos usar que ab = [a* + b — (a — b)?]/2, de forma que

B x . _
r1wows = &%(xy + 22 +23) + > (21 = &) + (22 — 2)* = (21 — 22)°]

x

+5 [(@1— %) + (23 — 7)* — (21 — 23)°] + 5 [(x2 — %) + (23 — 7)? — (22 — 23)?]

[l

451 = 2)(@s = 2) (@5 - 7)

Logo,
@ wywy =32 + T [(xy — &) + (22 — 7)? + (23 — 3)?]

_g [(3:1 - x3)2 + (z1 — 1‘3)2 + (w2 — I3)2] t %(;m ~&)(w2 — &)(ws — )

4 3 1 _ _ _
=3z° — E:ra% + 6(:{'1 — 7)(x2 — T)(a3 — T)

Em resumo,
3 3 1 _ _ _
Eg =33 — 3% o2 + E(rl — &) (ag — T) (w3 — )

7.6 Prova do Lema 2

Por definicao
2 1 —\2 2 =2
o2 =3 (21 =) + (02 =)+ a5 - 7))
Logo, substituindo o valor de 7 = (z; + 29 + 23)/3,

1
07 = — ((22) — @y — 3)® + (203 — @) — 23)* + (223 — @1 — @)?)

o7
Lo 2 2 2
= 57 (627 + 623 + 623 — 60122 — 6w123 — 6pa3)
6 (22422422 202, 2, 2 a2
= (21 + 23 + a3 — (w122 + 21703 + 2073)) = 5 (22 + 2% + 22 — 33%)
Logo,

9 y -~
§0§=xf+a:§+r§—3a~2 (15)

13
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Agora, elevando ao quadrado a média aritmética, temos

- 1 1
2= ‘_){Il + a0 +a3)% = 5 (:rf + I% + tg + 2oy29 + 22y 3 + 2;r2.r3)
Logo,
072 = 2} + a3 + 23 + 637 (16)
Multiplicando a equacio em (15) por -1 e somando o resultado com a equacio (16), temos
1
—gcg+952=9§: = :%2=T2—§rr§ O

7.7 Prova da Afirmacao 1

Lema 5 Dado « = {x, 22,23}, com x; # xj, para todo i # j, existe y = {y1,y2,y3}, com
zi,y; € (0,1], para todo i = 1,2,3, tais que T > 7, crg < 0’3 e Ty <Y,

Prova: Inicialmente observamos que o lema ainda é verdadeiro se trocarmos o2 por a2, devido a
identidade em (1), e faremos isso para facilitar os cileulos. A prova segue da existéncia de umn vetor
n = (a.b,c) tal que

g—i = {grad®,n) <0
=2
\ % = (grada.n) > 0 (17)
Jz
{ 3—7; = (grad@g, n) >0

Neste caso existiria £ > 0, suficientemente pequeno, tal que y = @ 4ty satisfaz a tese do lema.
¥ ? l
Temos os seguintes gradientes

1
gradz = - (1,1,1
grad T 3( )

grmla‘g = 2(2z) —as — w3, 225 — w1 — 3,203 — x| — X2)

A7 — 1
gradz, = W(ﬂ:za‘&mm,mm)
De forma que (17) equivale a
a+b+c<0
(221 —xo —x3)a+ (220 — xy —a3)b+ (223 — 21— X2)c > 0 (18)

(zpx3)a + (xy23)b + (x123)c > 0

E para mostrar a existéncia do vetor 5 = (a. b, ¢) que satisfaz (18), basta garantir a existéncia de
solugao para o sistema linear

a+b+e=-1
(22 —@o —x3)a+ (220 — 2y —23)b+ (223 — 2y —22)c =1 (19)

xowza+ ryrzb+ xiwoc =1

14
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que equivale ao derterminante abaixo ser nao nulo,

1 1 1
det 201 —@0—x3 2x0—11— 23 203 — 21— 29 = 3(zy — )20 —23) (23 —21) # 0,
Todry xryaxa ZTyre }

o que ocorre, pois, por hipotese x; # a;, para todo i # j. Lebramos que o determinante ser diferente
de zero é condigao suficiente para existéncia de solucio do sistema em (19).

15
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