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Nesta Edição 

O presente estudo tem como objetivo a avaliação das 
justificativas da escolha da média geométrica – em detrimento da 
aritmética - no cálculo do Índice de Desenvolvimento Humano (IDH), 
que considera os indicadores de saúde, educação e renda. Vale 
notar que a média aritmética ainda é aplicada ao Coeficiente de 
Desigualdade Humana (CDH). 
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1. Introdução 
 O objetivo aqui é avaliar as justificativas da escolha da média geométrica – em detrimento da 

aritmética - no cálculo do Índice de Desenvolvimento Humano (IDH), que considera os indicadores 
de saúde, educação e renda. Vale notar que a média aritmética ainda é aplicada ao Coeficiente de 
Desigualdade Humana (CDH). 

Para essa análise, serão utilizadas notações matemáticas, fórmulas e elementos de cálculo 
diferencial de várias variáveis. No entanto, o texto foi estruturado para ser autossuficiente, 
apresentando todas as definições e argumentações clássicas; para facilitar a leitura, as demonstrações 
detalhadas foram apresentadas no apêndice. 

Embora os resultados aqui expostos sejam válidos para qualquer conjunto finito de números 
positivos, serão focados em conjuntos de três valores entre zero e um. Ainda que a notação vetorial 
fosse rigorosamente mais adequada por preservar a ordem dos indicadores (saúde, educação e renda), 
optou-se pela notação de conjunto, uma vez que a ordem não altera as argumentações e conclusões. 

2. Notações e definições 
Considere o conjunto 

𝑥𝑥 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3} ⊂ [0,1]. 

A média aritmética, ou simplesmente média, dos dados em 𝑥𝑥 é definida por 

𝑥𝑥 =
𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3

3
 

 
A média geométrica dos dados em 𝑥𝑥 é definida por 

𝑥𝑥𝑔𝑔 = �𝑥𝑥1𝑥𝑥2𝑥𝑥33  
 

Considere, também, a variância, que é um tipo de dispersão, dos dados em 𝑥𝑥, definida por 

 

σ𝑥𝑥2 =
1
3

((𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥)2 + (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥)2 + (𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥)2) 
 
e uma segunda medida de dispersão, definida por 
 

σ�𝑥𝑥2 = (𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2)2 + (𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥3)2 + (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥3)2 
 

Esta última diz o quão próximo os dados estão entre si e a variância diz o quão próximo os 
dados estão de sua média. Verifica-se uma certa equivalência entre essas duas dispersões, no sentido 
de que, se uma se aproxima de zero, o mesmo acontece com a outra, devido a seguinte relação entre 
elas, demonstrada no apêndice. 

 

σ𝑥𝑥2 =
1
9
 σ�𝑥𝑥2 

 

(1) 
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Pode-se dizer que os números x1, x2 e x3 diferem em magnitude por um valor menor que ϵ > 0  
se σ�x2 <  𝜖𝜖. Observe que, pela identidade em (1), que isto é equivalente a dizer que a variância entre 
os dados  𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 𝑒𝑒 𝑥𝑥3 é menor que ϵ/9. 

3. Justificativa que não se sustenta 
No relatório técnico Human Develoment Report 2025 technical notes 1 há dois comentários que 

pretendem justificar a escolha da média geométrica para o cálculo do IDH em detrimento da média 
aritmética. "When all inequalities in dimensions are of a similar magnitude, the coefficient of human 
inequality and the loss in HDI value differ negligibly. When inequalities differ in magnitude, the loss 
in HDI value tends to be higher than the coefficient of human inequality". "Quando todas as 
desigualdades nas dimensões são de magnitude semelhantes, o coeficiente de desigualdade humana 
e a perda no valor do IDH diferem insignificantemente. Quando as desigualdades diferem em 
magnitude, a perda no valor do IDH tende a ser maior do que o coeficiente de desigualdade humana". 

A partir dessas duas afirmações, mas procurando argumentar de forma mais rigorosa. A 
primeira afirmação é sobre a diferença entre a média e a média geométrica, x − xg, que é pequena, 
"diferem insignificantemente", se 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 𝑒𝑒 𝑥𝑥3 diferem em magnitude por um valor pequeno, "são de 
magnitude semelhantes". Reescrevendo com mais rigor, trocando a expressão "dimensões são de 
magnitudes semelhantes" por dispersão entre as dimensões próximas de zero e "desigualdade humana 
e a perda no valor do IDH diferem insignificantemente" pela diferença entre desigualdade humana e 
valor do IDH próximos de zero, tem-se a seguinte afirmação. 

Afirmação 1: A diferença x − xg se aproxima de zero quando a dispersão se aproxima de zero, ou 
ainda, na notação de limite 

limσ𝑥𝑥2→0�𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑔𝑔� = 0 

Tal afirmação é verdadeira e sua demonstração será apresentada no apêndice desta nota. 

Já na segunda afirmação é dito que a "perda no valor do IDH tende a ser maior do que a perda 
do coeficiente de desigualdade humana, quando as desigualdades diferem em magnitude", isto é, 
quando a variância cresce (σ�x2 < σ�y2), então existe perda do IDH ( xg > yg ), e tal perda é maior que 

a perda da média, ( xg − yg > x� − y� > 0). A ideia é que uma maior dispersão penalize mais o IDH 

que o CDH. 

Afirmação 2: Sejam x = {x1, x2, x3} e y = {y1, y2, y3} subconjuntos do intervalo [0,1]. Se σx2 < σy2, 
então 

𝑥𝑥𝑔𝑔 − 𝑦𝑦𝑔𝑔 > 𝑥̅𝑥 − 𝑦𝑦� > 0 

 
1 Relatório técnico que detalha a metodologia, as fontes de dados e os cálculos utilizados para compor o Índice de 
Desenvolvimento Humano (IDH) e outros índices compostos do relatório anual. Publicado pelo Human Development 
Report Office (HDRO), que faz parte do Programa das Nações Unidas para o Desenvolvimento (PNUD)  
Disponível em: https://hdr.undp.org/sites/default/files/2025_HDR/HDR25_Technical_Notes.pdf 
 

(2) 
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O problema é que tal afirmação não é verdadeira. De fato, pode ocorrer da média decrescer 

(x� > y�) e a variância crescer �σx2 < σy2�, mas a média geométrica crescer �xg < yg�. Portanto temos, 

xg − yg < 0 e a primeira desigualdade em (2) não se verifica. A afirmação abaixo diz que existem 

uma infinidade de exemplos desse tipo. 

Afirmação 3: Para todo 𝑥𝑥 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3}, com xi ≠ xj para todo i ≠ j, existe 𝑦𝑦 = {𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3} com 

σ𝑥𝑥2 < σ𝑦𝑦2 ,   𝑥𝑥 > 𝑦𝑦  e  𝑥𝑥𝑔𝑔 < 𝑦𝑦𝑔𝑔. 

A demonstração desta afirmação será apresentada no apêndice. 

Como as funções x, xg e σx2 são contínuas, pode-se concluir que a probabilidade de ocorrer as 
desigualdades em (3) é positiva. Será calculada tal probabilidade na seção 3. 

Uma identidade importante, para compreender melhor a média geométrica, é apresentada 
abaixo e demonstrada do apêndice. 

Lema 1: Seja 𝑥𝑥 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3} um conjunto de três números positivos. Então, 

𝑥𝑥𝑔𝑔
3 = 𝑥̅𝑥3 − 3

2
𝑥̅𝑥 𝜎𝜎𝑥𝑥2 + (𝑥𝑥1 − 𝑥̅𝑥)(𝑥𝑥2 − 𝑥̅𝑥)(𝑥𝑥3 − 𝑥̅𝑥)                                   (4) 

Em particular, se 𝑦𝑦 = {𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3} é um outro conjunto de dados tal que x� = y� e σx2 = σy2, então 

𝑥𝑥𝑔𝑔
3 − 𝑦𝑦𝑔𝑔

3 = (𝑥𝑥1 − 𝑥̅𝑥)(𝑥𝑥2 − 𝑥̅𝑥)(𝑥𝑥3 − 𝑥̅𝑥) − (𝑦𝑦1 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦2 − 𝑥̅𝑥)(𝑦𝑦3 − 𝑥̅𝑥) 

A identidade em (4) pode ser obtida por expansão em série de Taylor da função xg
3 em torno do 

ponto (x�, x�, x�), ou ser verificada, simplesmente expandindo o lado direito da igualdade. 

4. Uma outra média a ser considerada 
Um dos problemas da média aritmética é que esta não "enxerga" a variância dos dados. Pode-

se ter dois conjuntos x = {0.50, 0.40,0.60} e y = {0.20, 0.50,0.80} com mesma média aritmética 
(x� = y� = 0.50) e variâncias distintas �σ𝑥𝑥2 < σ𝑦𝑦2� . Se considerar 𝑥𝑥  e 𝑦𝑦  como dois países e seus 
elementos como os indicadores de saúde, educação e renda, nessa ordem, percebe-se grandes 
diferenças entre eles, 𝒚𝒚 possui um indicador de renda bem maior, possivelmente concentrada, pois o 
indicador de saúde de sua população é bem menor que de 𝒙𝒙.  Então, se quiser construir um índice que 
leve em consideração também a variância dos indicadores das três dimensões, este índice não pode 
ser obtido pela média dos indicadores, como no caso do Coeficiente de Desigualdade Humana (CDH). 

O problema da escolha da média geométrica para o cálculo do IDH é que esta não pode ser 
explicada somente pela média e a variância, logo não se pode utilizar estas medidas para justificar a 
escolha da média geométrica para o cálculo do IDH em detrimento da média aritmética. Os dois 
conjuntos de dados 𝑥𝑥 = {0.52, 0.52,0.55} e 𝑦𝑦 = {0.51, 0.54,0.54} possuem a mesma média (𝑥̅𝑥 = 𝑦𝑦�) 
e a mesma variância (σ𝑥𝑥2 = σ𝑦𝑦2), porém médias geométricas distintas (𝑥𝑥𝑔𝑔 > 𝑦𝑦𝑔𝑔). Ou seja, existe algo 

além da média e da variância que determinam o IDH. 

Tal fato pode ser também observado, de forma mais analítica, em (4). Além disso a variação da 
média geométrica não se explica somente pelo crescimento da média e o decrescimento da variância 

(3) 
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dos dados. De fato, pode ocorrer da média crescer (𝑥𝑥 < 𝑦𝑦) e a variância decrescer (σ𝑥𝑥2 > σ𝑦𝑦2), mas a 
média geométrica decrescer (𝑥𝑥𝑔𝑔 > 𝑦𝑦𝑔𝑔). Ou seja, pode ocorrer que, de um ano para o outro, o Brasil 
melhorar seu CDH, diminuir a variância entre os indicadores de saúde, educação e renda, mas, mesmo 
com esse melhor desempenho, piorar seu IDH. É possível ver que a probabilidade de tal fato ocorrer 
é pequena, mas existe, é positiva. 

Por esse motivo proponhe-se, para o cálculo do IDH, a média de produtos binários, que não 
possui tal deficiência, pois possui uma relação simples com a média e a dispersão, seu quadrado é 
uma combinação linear entre o quadrado da média e a variância. Tal média é a raiz quadrada da média 
aritmética dos produtos de todos os pares possíveis entre os termos, ou seja, 

𝑥𝑥� = �
𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥1𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2𝑥𝑥3

3
 

e satisfaz a identidade abaixo, que pode também ser usada para defini-la. 

Lema 2: Para todo 𝑥𝑥 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3} ⊂ [0,1] vale 

𝑥𝑥�2 = 𝑥̅𝑥2 − 1
2
σ𝑥𝑥2 

A partir desse lema pode-se garantir que se x� = y�  e σ𝑥𝑥2 = σ𝑦𝑦2 , então 𝑥𝑥� = 𝑦𝑦� . A proposição 
abaixo, corresponde a afirmação 1 para a média geométrica. 

Proposição 1:  

limσ𝑥𝑥2→0(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥�) = 0 . 

Uma demonstração desta proposição é apresentada no apêndice. Diferente da média 
geométrica, tal média satisfaz a seguinte proposição. 

Proposição 2: Sejam 𝑥𝑥 = {𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3} e 𝑦𝑦 = {𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3}, com 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖 ∈ (0,1) para todo 𝑖𝑖 = 1,2,3. Se 
𝑥𝑥 ≥ 𝑦𝑦 e σ𝑥𝑥2 ≤ σ𝑦𝑦2 , então 𝑥𝑥� ≥ 𝑦𝑦�. 

Prova: Pelas hipóteses e por (6), 

𝑥𝑥�2 = 𝑥𝑥2 −
1
2
σ𝑥𝑥2 ≥ 𝑦𝑦2 −

1
2
σ𝑦𝑦2 = 𝑦𝑦�2    ⇒    𝑥𝑥�2 ≥ 𝑦𝑦�2    ⇒    𝑥𝑥� ≥ 𝑦𝑦�. 

5. Probabilidade de um evento inesperado 

É visto na Afirmação 3 que existem uma infinidade de pares de conjuntos de dados, 𝑥𝑥 =
{𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3} e 𝑦𝑦 = {𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3}, tais que 

𝑥̅𝑥 ≤ 𝑦𝑦� ,   σ𝑥𝑥2��� ≥ σ𝑦𝑦���2  e  𝑥𝑥𝑔𝑔 > 𝑦𝑦𝑔𝑔 . 

 

Ou, ainda 

𝑥̅𝑥 ≥ 𝑦𝑦� ,   σ�𝑥𝑥2 ≤ σ�𝑦𝑦2  e  𝑥𝑥𝑔𝑔 < 𝑦𝑦𝑔𝑔 . 

(5) 

(6) 

(7) 



Textos para Discussão - 139 
 

7 
 

O objetivo agora é calcular a probabilidade desses eventos inesperados ocorrerem. Como esses 
dados estão todos entre 0 e 1, o espaço amostral é o cubo [0,1]6 em ℝ𝟞𝟞 e a probabilidade que nos 
interessa é o volume do conjunto 

{(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝑅𝑅6; 𝑥̅𝑥 ≤ 𝑦𝑦� ,   σ�𝑥𝑥2 ≥ σ�𝑦𝑦2  e  𝑥𝑥𝑔𝑔 > 𝑦𝑦𝑔𝑔}  ∪   {(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝑅𝑅6; 𝑥̅𝑥 ≥ 𝑦𝑦� ,   σ�𝑥𝑥2 ≤ σ�𝑦𝑦2  e  𝑥𝑥𝑔𝑔 < 𝑦𝑦𝑔𝑔}, 

pois o cubo [0,1]6 tem volume 1. Verifica-se que tal conjunto é a união de dois conjuntos disjuntos 
de mesmo volume, pois se (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) pertence ao primeiro conjunto, então (𝑦𝑦, 𝑥𝑥) pertence ao segundo, de 
forma que, tal probabilidade será duas vezes o volume do primeiro conjunto. 

Um cálculo para isso é bem complicado e não se sabe que seja possível uma solução analítica. 
Por esse motivo contorna-se esse problema considerando um espaço amostral finito. Como, na 
divulgação do IDH, os indicadores, das dimensões de saúde, educação e renda, são apresentados com 
duas casas decimais, será considerado o espaço amostral como o conjunto de todos vetores 
(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3) cujas entradas são números entre 0 e 1, com somente duas casas decimais. Em 
notação de conjunto, o espaço amostral é 

{(𝑗𝑗1/100,  𝑗𝑗2/100,  𝑗𝑗3/100, 𝑗𝑗4/100,  𝑗𝑗5/100, 𝑗𝑗6/100, ); 𝑗𝑗𝑖𝑖 ∈ 𝑁𝑁 e 1 ≤ 𝑗𝑗𝑖𝑖 ≤ 100, ∀𝑖𝑖} 
 

Tal conjunto possui 1006 elementos. Naturalmente será utilizado um computador para testar, 
para todos os elementos do espaço amostral, se ocorrem as desigualdades em (7), contar o número de 
todos esses eventos, denotado por 𝑛𝑛, e a probabilidade procurada será 2𝑛𝑛/1006. O programa é bem 
simples. 

Primeiro, as desigualdades em (7) ocorrerão se, e somente se, 

�
𝑗𝑗1 + 𝑗𝑗2 + 𝑗𝑗3 ≤ 𝑗𝑗4 + 𝑗𝑗5 + 𝑗𝑗6
(𝑗𝑗1 − 𝑗𝑗2)2 + (𝑗𝑗1 − 𝑗𝑗3)2 + (𝑗𝑗2 − 𝑗𝑗3)2 ≥ (𝑗𝑗3 − 𝑗𝑗4)2 + (𝑗𝑗3 − 𝑗𝑗5)2 + (𝑗𝑗4 − 𝑗𝑗5)2
𝑗𝑗1𝑗𝑗2𝑗𝑗3 > 𝑗𝑗4𝑗𝑗5𝑗𝑗6

 

 
Na segunda desigualdade utiliza-se a identidade em (1). 

No programa, para cada elemento do espaço amostral, deve-se fazer as três perguntas acima, 
ou seja, serão necessárias 3 × 1006 cálculos. O programa mais simples utiliza seis laços do tipo for, 
cada um variando de 1 a 100, e no último laço deve-se verificar se as três desigualdades ocorrem. 
Recomenda-se utilizar a linguagem C++, que leva alguns minutos para calcular tal probabilidade, 
outras linguagens podem levar algumas horas para fazer esse cálculo. 

É apresentado aqui um código fonte simples em C++, não o mais eficiente, para calcular essa 
probabilidade. 

int main() { 
    // Inicializa contador 
    long long cont = 0; 
    const int k = 100; 
    const long long total_iteracoes =  
    (long long)k*k*k*k*k*k; 
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    for (int i1=1; i1 <= k; ++i1) { 
     for (int i2=1; i2 <= k; ++i2) { 
      for (int i3=1; i3 <= k; ++i3) { 
       int Max = i1+i2+i3; 
       int Vax = (i1-i2)*(i1-i2)  
                 + (i1-i3)*(i1-i3)  
                 + (i2-i3)*(i2-i3); 
       long long Mgx = (long long)i1 * i2 * i3;       
       for (int i4=1; i4 <= k; ++i4) { 
        for (int i5=1; i5 <= k; ++i5) { 
         for (int i6=1; i6 <= k; ++i6) { 
          int May = i4+i5+i6; 
          int Vay = (i4-i5)*(i4-i5)  
                    + (i4-i6)*(i4-i6)  
                    + (i5-i6)*(i5-i6);  
          long long Mgy = (long long)i4 * i5 * i6; 
          if ((Max <= May) && (Vax >= Vay)  
                           && (Mgx > Mgy)) { 
            cont++; 
                            } 
                        } 
                    } 
                } 
            } 
        } 
    } 
 
  // Resultado final 
  double resultado = 2 * 100.0 * cont / total_iteracoes; 
 
 // Configura a precisao de saida e imprime resultado 
 std::cout << std::fixed << std::setprecision(10) <<  
 resultado << std::endl; 
 
    return 0; 
} 

O resultado dessa conta, o cálculo da probabilidade, é de aproximadamente 𝟎𝟎, 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑%. 

6. Conclusão  

Parece um esforço irrelevante? Ocorre que, quando se justifica o uso da média geométrica no 
cálculo do IDH — em vez da aritmética — como uma forma de penalizar desigualdades entre as 
dimensões (como explica a IA Gemini), deve-se ver tal afirmação não como verdade absoluta, mas 
uma verdade com margem de erro de 0,31%. 
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